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1. ΘΕΜΑΤΑ ΘΕΩΡΙΑΣ 
 
 

ΘΕΜΑ 1   
Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της, να γραφεί η 
εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο Α( 0x ,f( 0x )) 

 (Θέμα 1 Α1θετ-2000) 
 

ΘΕΜΑ 2   
Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 0x  του πεδίου 
ορισμού της, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 

(Θέμα 1 Α2θετ-2000 
Θέμα 1 Α-2003 

Θέμα 1 Α- ΕΠΑΝ 2007) 
 

ΘΕΜΑ 3  
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z1, z2. Να αποδείξετε ότι: ⎜z1 ⋅ z2⎜ = ⎜z1⎜ ⋅ ⎜z2⎜.  

(Θέμα 1 Α1-2001 
Θέμα 1 Α1-2007) 

 

ΘΕΜΑ 4   
Αν για το μιγαδικό αριθμό  z ισχύει 1 z = ,  να δείξετε ότι 1   z

z
= . 

(Θέμα 1 Β2-2001) 
 

ΘΕΜΑ 5  
Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγουσα της f στο Δ, 
να αποδείξετε ότι: 

a. Όλες οι συναρτήσεις της μορφής ( ) ( ) ,G x F x c c= + ∈R  είναι παράγουσες της f 
στο Δ και  

b. Κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει την μορφή ( ) ( ) ,G x F x c c= + ∈R  
(Θέμα 1 Α1- ΕΠΑΝ 2001 
Θέμα 1 Β- ΕΠΑΝ 2003) 

ΘΕΜΑ 6  
Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μια 

παράγουσα της f  στο [α, β], τότε να δείξετε ότι  
 

 
    ( ) ( ) ( ) .  f t dt G G

β

α
β α= −∫

(Θέμα 1 Α-2002) 
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ΘΕΜΑ 7  
Έστω η συνάρτηση f(x) = ημx. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο  και 

ισχύει ( )f x xσυν′ = . 
(Θέμα 1 Β1-2002) 

 

ΘΕΜΑ 8  
Τι σημαίνει γεωμετρικά το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού; 

(Θέμα 1 Β-2003) 
 

ΘΕΜΑ 9  
Πότε μια ευθεία 0x x=  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας 
συνάρτησης f; 

(Θέμα 1 Γ- ΕΠΑΝ 2003) 
 

ΘΕΜΑ 10  
Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και  0x  ένα εσωτερικό σημείο του Δ.  
Αν η f παρουσιάζει ακρότατο στο 0x  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, να αποδείξετε 
ότι  ( )0 0f x′ =

(Θέμα 1 Α-2004) 
 

ΘΕΜΑ 11  
Πότε μια συνάρτηση f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 0x  του πεδίου  
ορισμού της; 

(Θέμα 1 Β-2004) 
 

ΘΕΜΑ 12  
Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν 

     • η f είναι συνεχής στο Δ και 
     •  για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, 0( )f x′ =

τότε να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ. 
(Θέμα 1 Α-ΕΠΑΝ 2004) 

 

ΘΕΜΑ 13  
Να ορίσετε πότε λέμε ότι μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α,β) και 
πότε σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. 

(Θέμα 1 Γ-ΕΠΑΝ 2004) 
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ΘΕΜΑ 14  
Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [ , ]α β . 
Αν: 
       • η f είναι συνεχής στο [ , ]α β  και 
       • ( ) ( )f fα β≠  

δείξτε ότι για κάθε αριθμό η μεταξύ των ( )f α  και ( )f β  υπάρχει ένας, τουλάχιστον 
0 ( , )x α β∈  τέτοιος, ώστε 0( )f x η=  

(Θέμα 1 Α1-2005) 

 

ΘΕΜΑ 15  
Πότε η ευθεία y xλ β= +  λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f 
στο ; +∞

(Θέμα 1 Α2-2005) 
 

ΘΕΜΑ 16  
Έστω η συνάρτηση f με ( )f x = x . Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,+∞  

και ισχύει 1
2

( )f x
x

′ =  

(Θέμα 1 Α1-ΕΠΑΝ 2005) 
 

ΘΕΜΑ 17  
Πότε μια συνάρτηση  λέγεται ΄΄1-1΄΄ :f A→R

(Θέμα 1 Α2-ΕΠΑΝ 2005) 
 

ΘΕΜΑ 18  
Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστημα Δ. 

• Αν  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα 
σε όλο το Δ. 

0( )f x′ >

• Αν  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνησίως φθίνουσα 
σε όλο το Δ. 

0( )f x′ <

(Θέμα 1 Α1-2006) 
 

ΘΕΜΑ 19  
Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ. 
Πότε λέμε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ; 

(Θέμα 1 Α2-2006) 
 

ΘΕΜΑ 20  
Να αποδείξετε ότι ( )  ,x x xσυν ημ′ = − ∈R

(Θέμα 1 Α1-ΕΠΑΝ 2006) 
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ΘΕΜΑ 21  
Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Τι ονομάζουμε αρχική συνάρτηση ή 
παράγουσα της f στο Δ;  

(Θέμα 1 Α2-ΕΠΑΝ 2006) 
 

ΘΕΜΑ 22  
Πότε δυο συναρτήσεις f , g λέγονται ίσες; 

(Θέμα 1 Α2-2007) 
 

ΘΕΜΑ 23  
Πότε η ευθεία  λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f  στο y l= +∞ ; 

(Θέμα 1 Α3-2007) 
 

ΘΕΜΑ 24  
Τι σημαίνει γεωμετρικά το θεώρημα Rolle του Διαφορικού Λογισμού; 

(Θέμα 1 Α2-ΕΠΑΝ 2007) 
 

ΘΕΜΑ 25  
Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση ( ) lnf x x= , x ∗∈  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει: ∗

( ) 1ln x
x

′ = . 
(Θέμα 1 Α1-2008) 

 

ΘΕΜΑ 26  
Πότε μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]; 

(Θέμα 1 Α2-2008) 
 

ΘΕΜΑ 27  
Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μια 

παράγουσα της f  στο [α, β], τότε να δείξετε ότι  
 

 
    ( ) ( ) ( ) .  f t dt G G

β

α
β α= −∫

(Θέμα 1 Α-ΕΠΑΝ 2008) 
 

ΘΕΜΑ 28  
Τι σημαίνει γεωμετρικά το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού; 

(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2008) 
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2. ΘΕΜΑΤΑ  ‘‘ΣΩΣΤΟ – ΛΑΘΟΣ’’ 
 
 
Να  χαρακτηρίσετε  τις  προτάσεις  που  ακολουθούν ,  γράφοντας  στο  τετράδιό  σας  
δίπλα  στο  γράμμα  που  αντιστοιχεί  σε  κάθε  πρόταση ,  τη  λέξη  Σωστό ,  αν  η  
πρόταση  είναι  σωστή ,  ή  Λάθος ,  αν  η  πρόταση  είναι  λανθασμένη.  
  

ΘΕΜΑ 29  
a. Αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x , τότε η f ′  είναι πάντοτε συνεχής στο 0x . 
b. Αν η f  δεν είναι συνεχής στο 0x , τότε η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x . 
c. Αν η f  έχει δεύτερη παράγωγο στο 0x , τότε η f ′  είναι συνεχής στο 0x .   

(Θέμα 1 Β1-ΘΕΤ 2000) 
 

ΘΕΜΑ 30  
a. 2    z z z=  

b. 2 2  z z=  

c.    -   z z=  

d.     z z=  

e.      i z z=  
(Θέμα 1 Α2- 2001) 

 

ΘΕΜΑ 31  
a. Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο [α,β] και συνεχής στο (α,β], τότε η f παίρνει 

πάντοτε στο [α,β] μία μέγιστη τιμή. 
b. Κάθε συνάρτηση, που είναι 1-1 στο πεδίο ορισμού της, είναι γνησίως μονότονη. 
c. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο x0 και ( )

0
0lim

x x
f x

→
= , τότε . ( )

0
0lim

x x
f x

→
=

d. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο ΙR , τότε ( ) ( ) ( )f x dx xf x xf x dx′= −∫ ∫ . 

e. Αν , τότε f(x) > 0 κοντά στο  x( )
0

0lim
x x

f x
→

> 0  
(Θέμα 1 Β2- 2002) 
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ΘΕΜΑ 32  
a. Αν  0 ( )f x dxβ

α
≥∫ ,  τότε κατ’ ανάγκη θα είναι ( ) 0f x ≥  για κάθε x∈[α,β]. 

b. Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f 
είναι διάστημα.  

c. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο IR και δεν είναι αντιστρέψιμη, τότε υπάρχει 
κλειστό διάστημα [α, β], στο οποίο η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος 
Rolle. 

d. Έστω συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα [α, β] και σημείο   
0x ∈[α, β] στο οποίο η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο. Τότε πάντα ισχύει ότι ( )0 0f x′ = . 

e. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α, β] και υπάρχει 0x ∈(α, β)  τέτοιο ώστε 
f( 0x )=0, τότε κατ’ ανάγκη θα ισχύει  f(α)⋅f(β)<0. 

(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2002) 
 

ΘΕΜΑ 33  
a. Αν z ένας μιγαδικός αριθμός και z  ο συζυγής του, τότε ισχύει z z z= = −  
b. Έστω μία συνάρτηση f  συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό του Δ. Αν f΄΄(x)>0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η f είναι κυρτή 
στο Δ. 

c. Για κάθε συνάρτηση f, παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ, ισχύει 

( ) ( )f ΄ x dx f x c= +∫ , c∈ IR .  

d. Αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη της γραφικής 
παράστασης της f σε κάθε σημείο του Δ βρίσκεται «πάνω» από τη γραφική της 
παράσταση. 

e. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και x0 ένα εσωτερικό σημείο του Δ. 
Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 και  ( )0 0f x′ = , τότε η f παρουσιάζει υποχρεωτικά 
τοπικό ακρότατο στο 0x . 

(Θέμα 1 Γ- 2003) 
 

ΘΕΜΑ 34  
a. Αν  z1, z2  μιγαδικοί αριθμοί, τότε ισχύει πάντα 1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ + ≤ + . 
b. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β), με εξαίρεση ίσως ένα 

σημείο του 0x , στο οποίο όμως η f είναι συνεχής. Άν ( )0 0f x′ >  στο (α, x0) και 
 στο (x( )0 0f x′ < 0,β), τότε το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f. 

c. Μια συνάρτηση  είναι συνάρτηση 1 – 1 , αν και μόνο αν για οποιαδήποτε  :f A→R
x1 ,x2 ∈ Α ισχύει η συνεπαγωγή: αν 1 2x x= , τότε ( ) ( )1 2f x f x= . 

d. Αν f, g είναι δυο συναρτήσεις με συνεχή πρώτη παράγωγο, τότε ισχύει: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x dx′ ′⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫ . 

(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2003) 
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ΘΕΜΑ 35  
a. Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος δυο μιγαδικών αριθμών είναι το άθροισμα των 

διανυσματικών ακτινών τους.   
b. ( )

0
lim
x x

f x
→

= l , αν και μόνο αν   ( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
− +→ →

l= = . 

c. Αν οι συναρτήσεις f,g είναι παραγωγίσιμες στο 0x , τότε η συνάρτηση f·g είναι 

παραγωγίσιμη στο 0x  και  ισχύει:  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f g x f x g x′ ′ ′⋅ = ⋅  
d. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ. Αν  σε κάθε ( )0 0f x′ >

εσωτερικό σημείο χ του Δ, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το Δ. 
e. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μια παράγουσα της f  

στο [α, β], τότε  ( ) ( ) - ( )f x dx G G
β

α
β α=∫  

(Θέμα 1 Γ- 2004) 
 

ΘΕΜΑ 36  
a. Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της , τότε είναι 

και παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό. 
b. Το μέτρο της διαφοράς δυο μιγαδικών είναι ίσο με την απόσταση των εικόνων τους. 
c. Αν f, g είναι δυο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού R  και ορίζονται οι συνθέσεις  

f g  και , τότε αυτές οι συνθέσεις είναι υποχρεωτικά ίσες. g f
d. Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f  και 1f −  είναι συμμετρικές ως 

προς την ευθεία y x=  που διχοτομεί τις γωνίες xOy  και x Oy′ ′  

e. Αν υπάρχει το όριο της f στο 0x , τότε ( ) ( )
0 0

lim limk k
x x x x

f x f
→ →

= x , εφόσον  

κοντά στο 

( )0 0f x ≥

0x , με k ∈  και . 2k ≥
(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2004) 

 

ΘΕΜΑ 37  
a. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] με f(α)<0 και υπάρχει ξ ∈ (α,β) ώστε f(ξ)=0, τότε κατ’ 

ανάγκη f(β)>0. 
b. Αν υπάρχει το ( ) ( )( )

0
lim
x x

f x g x
→

+ , τότε κατ’ ανάγκη υπάρχουν τα ( )
0

lim
x x

f x
→

 , ( )
0

lim
x x

g x
→

 

c. Αν η f  έχει αντίστροφη συνάρτηση 1f −  και η γραφική παράσταση της f  έχει κοινό 
σημείο Α με την ευθεία , τότε το σημείο Α ανήκει και στη γραφική παράσταση  y x=
της 1f − . 

d. Αν  και  κοντά στο ( )
0

0lim
x x

f x
→

= ( ) 0f x > 0x , τότε 
( )0

1lim
x x f x→

= +∞  

e. Αν η f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο του Δ, 

τότε ισχύει ( )( ) ( ) ( )
x

a
f t dt f x f a

′
= −∫  για κάθε x∈Δ . 

f. Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ αυτό τότε 
αυτή ή είναι θετική για κάθε   ή είναι αρνητική για κάθε  x∈Δ x∈Δ , δηλαδή διατηρεί 
πρόσημο στο διάστημα Δ. 

(Θέμα 1 Β- 2005) 
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ΘΕΜΑ 38  
a. Τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος Δ, στα οποία η f  δεν παραγωγίζεται ή η 

παράγωγος της είναι ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της f  στο διάστημα Δ. 
b. Έστω μια συνάρτηση f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β) με εξαίρεση ίσως ένα 

σημείο του 0x . Αν η f  είναι κυρτή στο (α, 0x ) και κοίλη στο ( 0x ,β) ή αντιστρόφως, τότε 
το σημείο Α( 0x ,f( 0x )) είναι υποχρεωτικά σημείο καμπής της γραφικής παράστασης  
της f . 

c. Το μέτρο της διαφοράς δυο μιγαδικών είναι ίσο με την απόσταση των εικόνων τους. 
d. Αν για δυο συναρτήσεις f  και  ορίζονται οι g f g  και , τότε είναι  g f

υποχρεωτικά f g g f≠  
e. Οι εικόνες δυο συζυγών μιγαδικών αριθμών ,z z  είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον 

άξονα χ΄χ. 
f. Αν η συνάρτησης f  έχει παράγουσα σε ένα διάστημα Δ και λ ∗∈ , τότε ισχύει: 

( ) ( )f x dx f x dxλ λ=∫ ∫ . 
(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2005) 

 

ΘΕΜΑ 39  
a. Για κάθε μιγαδικό αριθμό z ισχύει 

2 2z z= .  
b. Αν υπάρχει το   τότε ( )

0
0lim

x x
f x

→
> ( ) 0f x >  κοντά στο 0x .  

c. H εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f 
είναι διάστημα. 

d. Ισχύει ο τύπος ( ) 13x x −3x′
= ⋅ ,  για κάθε x∈  

e .  Ισχύει η σχέση  [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx
β ββ

αα
′ = −∫ α

′∫ ,  όπου ,f g′ ′  είναι 
συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β].  

(Θέμα 1 Β- 2006) 
 

ΘΕΜΑ 40  
a. Αν  z1, z2  είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε ισχύει 1 2 1z z z z2− ≤ + .  
b. Αν οι συναρτήσεις f  και  είναι παραγωγίσιμες στο g 0x  και ( )0 0g x ≠ , τότε η 

συνάρτηση f
g

 είναι παραγωγίσιμη στο 0x  και ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0
0 2

0

0f x g x f x g xf x
g g x

′ ′ ′−⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎡ ⎤⎝ ⎠ ⎣ ⎦
. 

c. Για κάθε  ισχύει 0x ≠ 1ln x
x

′ =⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

d. Μια συνάρτηση  είναι 1 – 1 , αν και μόνο αν για κάθε στοιχείο  του συνόλου 
τιμών της η εξίσωση 

:f A→ y
( )f x = y  έχει ακριβώς μια λύση ως προς x . 

e. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μια 
παράγουσα της f  στο [α, β], τότε  ( ) ( ) - ( )f t dt G G

β

α
β α=∫  

(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2006) 
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ΘΕΜΑ 41  
a. Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστημα [α,β] και για κάθε  [ ],x α β∈  ισχύει  f(x) ≥  0  

τότε   ( ) 0f x dx
β

α
>∫

b. Έστω f μια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα ∆ και παραγωγίσιμη  σε  κάθε  
εσωτερικό  σημείο  x  του ∆. Αν η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ τότε  

( )0 0f x′ >  σε κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆. 
c. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0x  και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 0x  , τότε η 

σύνθεσή τους   είναι συνεχής στο g f 0x  . 
d. Αν f είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα ∆ και α είναι ένα σημείο του ∆, τότε  

( )
( )

( ) ( ) ( )
g x

f t dt f g x g x
α

′= ⋅∫  με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα   
σύμβολα έχουν νόημα.  

e. Αν α > 1  τότε . lim 0x

x
α

→−∞
=

(Θέμα 1 Β- 2007) 
 

ΘΕΜΑ 42  
a. Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς συνάρτησης f είναι διάστημα 
b. Αν , ,f g g′  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [α,β], τότε 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α
′ ′= ⋅∫ ∫ ∫ . 

c. Αν f είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο του Δ, τότε 

( )( ) ( )
x

f t dt f x
α

′
=∫  για κάθε . x∈Δ

d. Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α,β), 
τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα (Α,Β) όπου 

( )lim
x a

f x
+→

Α =  και  ( )lim
x

B f x
β −→

= . 

e. Έστω δυο συναρτήσεις f, g ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν οι f, g είναι συνεχείς στο Δ 
και ( ) ( )f x g x′ ′=  για κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ, τότε ισχύει ( ) ( )f x g x=  για 
κάθε . x∈Δ

(Θέμα 1 Β-ΕΠΑΝ 2007) 
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ΘΕΜΑ 43  
a. Αν μια συνάρτηση  είναι 1 – 1, τότε για την αντίστροφη συνάρτηση :f A→ 1f −  

ισχύει: ( )( )1 ,f f x x x A− = ∈  και ( )( ) ( )1 ,f f y y y f− = ∈ Α . 
b. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα στα οποία οι 

διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισμού της. 
c. Όταν η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης 2 0z zα β γ+ + =  με , ,α β γ ∈  και 0α ≠  είναι 

αρνητική, τότε η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο σύνολο  των μιγαδικών. 
d. Αν μια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο  και στρέφει τα κοίλα προς τα 

άνω, τότε κατ’ ανάγκη θα ισχύει ( ) 0f x′′ >  για κάθε πραγματικό αριθμό x . 
e. Αν η f είναι συνεχής σε διάστημα Δ και , ,α β γ ∈Δ  τότε ισχύει 

( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
β γ β

α α γ
= +∫ ∫ ∫  

(Θέμα 1 Β- 2008) 
 

ΘΕΜΑ 44  
a. Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι  1 – 1, αλλά δεν είναι γνησίως μονότονες. 
b. Αν μια συνάρτηση f είναι κοίλη σ’ ένα διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη της γραφικής 

παράστασης της f σε κάθε σημείο του Δ βρίσκεται κάτω από τη γραφική της παράσταση, 
με εξαίρεση το σημείο επαφής τους 

c. Το ολοκλήρωμα  είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που 

βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x  μείον το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που 
βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x. 

( )
b

a
f x dx∫

d. Αν α, β πραγματικοί αριθμοί, τότε: 
0 0i ή 0α β α β+ = ⇔ = =  

e. Έστω μια συνάρτηση ορισμένη σ’ ένα σύνολο της μορφής ( ) ( )0 0, ,x xα β∪  και  ένας 
πραγματικός αριθμός. Τότε ισχύει η ισοδυναμία: 

( ) ( )( )
0 0

0
→ →

= ⇔ −lim lim
x x x x

f x f x =  
(Θέμα 1 Γ-ΕΠΑΝ 2008) 
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3. ΘΕΜΑΤΑ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ - ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ 
 
 

ΘΕΜΑ 45  
Να γράψετε στο τετράδιο σας το γράμμα της στήλης Α και δίπλα τον αριθμό της στήλης Β 
που αντιστοιχεί στην εφαπτομένη της κάθε συνάρτησης στο σημείο 0x . 

Στήλη Α    
Συναρτήσεις 

Στήλη Β 
Εφαπτόμενες 

a. ( ) 3
03 1,f x x x= =  1. 2y x π= − +  

b. ( ) 02 2,f x x x /ημ= = π  2. ( )1 4 1/y x= +  

c. ( ) 03 0,f x x x= =  3. 9 6y x= −  
4. 9 5y x= − +  
5. άδεν υπ ρχει  

d. ( ) 0 4,f x x x= =  

(Θέμα 1 Β2-ΘΕΤ 2000) 
 

ΘΕΜΑ 46  
Αν 1 23 4 1 3            -   z i zκαι= + = i  να γράψετε στο τετράδιό σας τους αριθμούς της 
Στήλης Α και δίπλα σε κάθε αριθμό το γράμμα της Στήλης Β έτσι, ώστε να προκύπτει 
ισότητα. 

Στήλη  Α  Στήλη  Β  

1.  1 2    z z⋅  α .  4 

2. 2
1  z  β .  2 

3. 2
2 z  γ .  25 

4. 1 z−  δ .  –5 

5. 2   i z  ε .  –2 

 στ .   5 

 ζ .  10 
(Θέμα 1 Β1- 2001) 

 

ΘΕΜΑ 47  
Να συμπληρώσετε στο τετράδιό σας τις παρακάτω σχέσεις ώστε να προκύψουν γνωστές 
ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος. 

a.  =……    b.   =……   c. =……   f (x)dx
β

α

λ∫ (f (x) g(x))dx
β

α

+∫ ( f (x) g(x))dx
β

α

λ + μ∫
 όπου λ, μ∈ΙR   και f, g συνεχείς συναρτήσεις στο [α, β] 

(Θέμα 1 Α2- ΕΠΑΝ 2001) 
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4. ΘΕΜΑΤΑ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 
 

ΘΕΜΑ 48  
a. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός 5

2 3
  
 
iz
i

 +
=

+
. Να γράψετε τον z στη μορφή α + βi,  α,β ∈ R.  

b. Να βρεθούν τα σημεία του επιπέδου, που είναι εικόνες των μιγαδικών z, για τους οποίους 

ισχύει: 1 1 -    
 -  

z
z i

=   . 

(Θέμα 2-ΤΕΧ 2000) 

 

ΘΕΜΑ 49  
a. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει: 

16 4 1z z+ = +  
b. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει: 

1z z i− = −  
(Θέμα 2 - ΕΠΑΝ 2001) 

 

ΘΕΜΑ 50  
Δίνονται  οι  μιγαδικοί  αριθμοί  z=α+βi, όπου α,β∈IR  και 3w z iz 4= − + , όπου z  είναι ο 
συζυγής του z. 
a. Να αποδείξετε ότι Re(w)=3α–β+4 και Ιm(w)=3β–α. 

b. Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του w στο μιγαδικό επίπεδο κινούνται στην ευθεία με 
εξίσωση  y=x–12,  τότε οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία με εξίσωση  
y=x–2. 

c. Να βρείτε ποιος από τους μιγαδικούς αριθμούς z, οι εικόνες των οποίων κινούνται στην 
ευθεία με εξίσωση y=x–2,  έχει το ελάχιστο μέτρο. 

(Θέμα  2 -  2 003 )  
 

ΘΕΜΑ 51  
a. Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο (Σ) των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z που 

ικανοποιούν τις σχέσεις: ( )2 0Imz zκαι= ≥  
b. Να αποδείξετε ότι, αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z κινείται στο σύνολο (Σ), τότε η 

εικόνα του μιγαδικού αριθμού 1 4
2

w z
z

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  κινείται σε ευθύγραμμο τμήμα το οποίο 

βρίσκεται στον άξονα χ΄χ. 
(Θέμα  2 -ΕΠΑΝ  2 003 )  
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ΘΕΜΑ 52  
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z1, z2, z3  με  1 2 3 3z z z= = = . 

a. Δείξτε ότι: 1
1

9z
z

= . 

b. Δείξτε ότι ο αριθμός  1

2 1

z z
z z

+ 2 είναι πραγματικός . 

c. Δείξτε ότι : 1 2 3 1 2 2 3 3 1
1
3

z z z z z z z z z+ + = + + .   
(Θέμα  2 -  2 005 )  

 

ΘΕΜΑ 53  
a. Αν z1, z2 είναι μιγαδικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει   1 2 4 4z z i+ = +  και 

22 5z z i− = +5 , να βρείτε τους z1, z2. 
b. Αν  για   τους   μιγαδικούς   αριθμούς   z, w  ισχύουν  

1 3 2z i− − ≤  και 3 2w i− − ≤ : 
i. να δείξετε ότι υπάρχουν μοναδικοί μιγαδικοί αριθμοί  z, w έτσι, ώστε z = w και 

ii. να βρείτε τη μέγιστη τιμή του  z w− . 
(Θέμα  2 -ΕΠΑΝ  2 005 )  

 

ΘΕΜΑ 54  
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 1 2 3, ,z z z  με 1 2 3 1z z z= = =   και 1 2 3 0z z z+ + =    
a. Να αποδείξετε ότι: 

i .  1 2 3 1 2 3
z z z z z z− = − = − .  

i i .  
2

1 2
4z z− ≤  και   1 2

1Re( )z z ≥ −  

b. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των 1 2 3
, ,z z z  στο μιγαδικό επίπεδο, καθώς 

και το είδος του τριγώνου που αυτές σχηματίζουν.  
(Θέμα  3 -  2 006 )  

 

ΘΕΜΑ 55  

Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός 2
2
aiz

a i
+

=
+

, με a∈R  

a. Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει στον κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και 
ακτίνα ρ = 1. 

b. Έστω z1 , z2 οι μιγαδικοί που προκύπτουν από τον τύπο 2
2
aiz

a i
+

=
+

                                       

για α = 0 και α = 2 αντίστοιχα. 

i. Να βρεθεί η απόσταση των εικόνων των μιγαδικών z1 , z2. 

ii. Να αποδειχθεί ότι ισχύει: ( ) ( )2
1z z2

ν ν= −  για κάθε φυσικό ν. 
(Θέμα  2 -  2 007 )  
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ΘΕΜΑ 56  
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 1z iα β= +  και 1

2
1

2
2

zz
z

−
=

+
, όπου 0,α β με β∈ ≠ . Δίνεται 

επίσης ότι  2 1z z− ∈
a. Να αποδειχθεί ότι  . 2 1 1z z− =
b. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  στο μιγαδικό επίπεδο. 1z
c. Αν ο αριθμός  είναι φανταστικός και 2

1z 0αβ > , να υπολογισθεί ο  και να δειχθεί ότι 1z

( ) ( )2020
11 1 1z i z i+ + − + − = 0 . 

(Θέμα  4 -ΕΠΑΝ  2 007 )  
 

ΘΕΜΑ 57  
Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς z και w ισχύουν  

( )2 2 6i + =  και ( ) ( )1 3w i w− − = − −3i  

τότε να βρείτε: 
a. Το γεωμετρικό των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z. 
b. Το γεωμετρικό των εικόνων των μιγαδικών αριθμών w. 
c. Την ελάχιστη τιμή του w . 
d. Την ελάχιστη τιμή του z w− . 

(Θέμα  2 -  2 008 )  

ΘΕΜΑ 58  

Δίνεται ότι ο μιγαδικός αριθμός 1
1

2
iz +

=
3  είναι ρίζα της εξίσωσης 2 0z zβ γ+ + = , όπου  

β και γ πραγματικοί αριθμοί.  
a. Να αποδείξετε ότι β = –1 και γ = 1. 
b. Να αποδείξετε ότι . 3

1 1z = −
c. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού αριθμού w, για τον οποίο 

ισχύει: 1 1w z z= −  
(Θέμα  2 -ΕΠΑΝ  2 008 )  
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5. ΘΕΜΑΤΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
Παράγωγος – Βασικά Θεωρήματα 

 
 

ΘΕΜΑ 59  
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα [0,1] και ισχύει  για 
κάθε x∈(0,1). Aν f(0)=2 και f(1)=4, να δείξετε ότι: 

( )0 0f x′ >

a. Η ευθεία y=3 τέμνει τη γραφική παράσταση της f σ' ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη 
0x ∈(0,1). 

b. Υπάρχει x1∈(0,1), τέτοιο ώστε: ( )1

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )5 5 5 5
4

f f f f
f x

+ + +
=

4
 

c. Υπάρχει x2∈(0,1), ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 
Μ(x2,f(x2)) να είναι παράλληλη στην ευθεία y=2x+2000 

(Θέμα  3θε τ -  20 00 )  
 

ΘΕΜΑ 60  
Τη χρονική στιγμή t=0 χορηγείται σ' έναν ασθενή  ένα φάρμακο. Η συγκέντρωση του 

φαρμάκου στο αίμα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση ( ) 2

1

tf t
t

α

β

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, t≥0 όπου α 

και β είναι σταθεροί θετικοί πραγματικοί αριθμοί και ο χρόνος t μετράται σε ώρες. Η μέγιστη 
τιμή της συγκέντρωσης είναι ίση με 15 μονάδες και επιτυγχάνεται 6 ώρες μετά τη χορήγηση 
του φαρμάκου. 
a. Να βρείτε τις τιμές των σταθερών α και β. 
b. Με δεδομένο ότι η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική, όταν η τιμή της 

συγκέντρωσης είναι τουλάχιστον ίση με 12 μονάδες, να βρείτε το χρονικό διάστημα που 
το φάρμακο δρα αποτελεσματικά. 

(Θέμα  4θε τ -  20 00 )  

 

ΘΕΜΑ 61  
Φάρμακο χορηγείται σε ασθενή για πρώτη φορά. Έστω f(t) η συνάρτηση που  περιγράφει τη 
συγκέντρωση του φαρμάκου στον οργανισμό του ασθενούς μετά από χρόνο t από τη 

χορήγησή του, όπου t ≥ 0 . Αν ο ρυθμός μεταβολής της f(t) είναι 8 2
1

 -   
 t +

 

a. Να βρείτε τη συνάρτηση  f(t). 
b. Σε ποια χρονική στιγμή t, μετά τη χορήγηση του φαρμάκου, η συγκέντρωσή του στον 

οργανισμό γίνεται μέγιστη; 
c. Να δείξετε ότι κατά τη χρονική στιγμή t = 8 υπάρχει ακόμα επίδραση του φαρμάκου στον 

οργανισμό, ενώ πριν τη χρονική στιγμή t = 10 η επίδρασή του στον οργανισμό έχει 
μηδενιστεί. (Δίνεται ln11 ≅ 2,4). 

(Θέμα  4ΤΕΧ -  2 000 )  
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ΘΕΜΑ 62  

 16

1
Για μια συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο των πραγματικών αριθμών R , 
ισχύει ότι: ( ) ( ) ( )3 2 3 22 6f x f x f x x x xβ γ+ + = − + −  για κάθε x∈ ,    
όπου β, γ πραγματικοί αριθμοί με 2 3β γ< . 
a. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα.  
b. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. 
c. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 στο ανοικτό διάστημα (0,1). 

(Θέμα  3 -  2 001 )  
 

ΘΕΜΑ 63  

Δίνεται η συνάρτηση  όπου ( )
x , x 1

f (x) x 1 1 e  ln(x 1), x (1,2]

+ α ≤⎧⎪= ⎨ − +− −⎪⎩
∈

α ∈ . 

a.  Να υπολογίσετε το όριο
x 11 elim

x 1x 1

− +−
−→

. 

b. Να βρείτε το α ∈  ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής στο xo=1. 
c. Για α = - 1 να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(1,2) τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της f στο Α(ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x. 
(Θέμα  3  -  ΕΠΑΝ  20 01 )  

 
ΘΕΜΑ 64  
Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το . Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης R
f g  είναι 1 – 1. 

a. Να δείξετε ότι η g είναι 1 – 1.  
b. Να δείξετε ότι η εξίσωση: ( )( ) ( )( )3 2 1g f x x x g f x x+ − = + −  έχει ακριβώς δύο θετικές 

και μία αρνητική ρίζα. 
(Θέμα  -  2 0 02 )  

 

ΘΕΜΑ 65  
Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα  [α,β]  που έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο 
στο (α,β). Αν ισχύει f(α) = f(β) = 0  και υπάρχουν αριθμοί  γ∈(α,β), δ∈(α,β), έτσι ώστε  
f(γ)·f(δ)<0,  να αποδείξετε ότι: 
a. Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  f(x)=0  στο διάστημα  (α,β). 
b. Υπάρχουν σημεία  (1 2, , )ξ ξ α β∈  τέτοια ώστε ( )1 0f ξ′′ <  και  ( )2 0f ξ′′ > . 
c. Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f. 

(Θέμα  4 -  2 003 )  
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ΘΕΜΑ 66  
Δίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη στο  με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύουν 
οι σχέσεις: 

R
( ) ( )2f x f= − − x  και ( ) 0f x′ ≠  για κάθε x∈ . 

a. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη. 
b. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει μοναδική ρίζα. 

c. Έστω η συνάρτηση ( ) ( )
( )

f x
g x

f x
=

′
. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής 

παράστασης της g στο σημείο στο οποίο αυτή τέμνει τον άξονα χ΄χ, σχηματίζει με αυτόν 
γωνία 45 .  

(Θέμα  4 -ΕΠΑΝ  2 003 )  
 

ΘΕΜΑ 67  
Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο ( ) 2 lnf x x= x . 
a. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f, να μελετήσετε την μονοτονία της και να 

βρείτε τα ακρότατα. 
b. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής. 
c. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.              

(Θέμα  2 -  2 004 )  
 

ΘΕΜΑ 68  
Δίνεται η συνάρτηση f, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο   με R ( ) 0f x′ ≠  για κάθε . x∈
a. Να δείξετε ότι η f είναι "1 – 1". 
b. Αν η γραφική  παράσταση  fC  της  f  διέρχεται από τα  σημεία  Α(1, 2005) και Β(−2, 1), 

να λύσετε την εξίσωση  ( )( )1 22004 8 2f f x− − + − = − . 

c. Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο Μ της fC , στο οποίο η εφαπτομένη της 

fC  είναι κάθετη στην ευθεία  (ε) : 1 2005
668

y x= − + . 
(Θέμα  3 -ΕΠΑΝ  2 005 )  
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ΘΕΜΑ 69  

Δίνεται η συνάρτηση 1
1

( ) ln
-

xf x x
x
+

= − . 

a. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.  

b. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει ακριβώς 2 ρίζες στο πεδίο ορισμού της. 

c. Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ( ) lng x x=  στο σημείο 
Α(α, lnα) με α>0 και η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ( ) xh x e=  
στο σημείο Β(β, eβ ) με β ∈  ταυτίζονται, τότε να δείξετε ότι ο αριθμός α είναι ρίζα της 
εξίσωσης . ( ) 0f x =

d. Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g και h έχουν ακριβώς 
δύο κοινές εφαπτόμενες. 

(Θέμα  4 -  2 006 )  
 

ΘΕΜΑ 70  

Δίνεται η συνάρτηση ( )
0

0 0
ln ,

,
x x x

f x
x
>⎧

= ⎨ =⎩
 

a. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0. 
b. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

c. Να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών θετικών ριζών της εξίσωσης xx e
α

=  για όλες τις 
πραγματικές τιμές του α. 

d. Να αποδείξετε ότι ισχύει ( ) ( ) ( )1 1f x f x f′ + > + − x

  

, για κάθε  0x >
(Θέμα  3 -  2 008 )  

 

ΘΕΜΑ 71
Δίνεται η συνάρτηση ( ) 2 lnf x x x= − 0>, x . 
a. Να αποδείξετε ότι ισχύει:  για κάθε .  ( ) 1f x ≥ 0x >
b. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης . f
c. Έστω η συνάρτηση  

( ) ( )
0

0

ln ,

,

x x
f xg x
k x

⎧ >⎪= ⎨
⎪ =⎩

 

 
1. Να βρείτε την τιμή του k έτσι ώστε η g  να είναι συνεχής. 

2. Αν 1
2

k = − , τότε να αποδείξετε ότι η g  έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα στο  

 διάστημα (0,e). 
(Θέμα  3 -ΕΠΑΝ  2 008 )  
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6. ΘΕΜΑΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

 
 

ΘΕΜΑ 72  
Να βρείτε τη συνάρτηση f, για την οποία ισχύει ( ) 6 4f x x′′ = + , x∈  και η γραφική της 
παράσταση στο σημείο της Α(0,3) έχει κλίση 2. 

(Θέμα  1  Β1 -ΕΠΑΝ  20 01 )  

 

ΘΕΜΑ 73  
Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώματα: 
a.  

1 x

0
(e x)dx+∫

b. 
24

3

3x dx
x∫  

c. 2
0

(2 x 3 x)dx
π

ημ + συν∫  
(Θέμα  1  Β2 -ΕΠΑΝ  20 01 )  

 

7. ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

 
 

ΘΕΜΑ 74  

Έστω f μια πραγματική συνάρτηση με τύπο: 

2

3

3
1 3

3

-

  ,                    
( )     -  ,           

x

x x
f x e x

x

α⎧ ≤
⎪= ⎨

>⎪ −⎩

 

a. Αν η f είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι α = –1/9. 
b. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης fC  της συνάρτησης f 

στο σημείο Α(4,  f(4)). 
c. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f, τον άξονα x΄x και τις ευθείες  x = 1 και x = 2. 
(Θέμα  2  –  2 001 )  
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ΘΕΜΑ 75  
Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγματικών αριθμών R , για 
την οποία ισχύoυν οι σχέσεις: 

i. f(x) ≠ 0,   για κάθε x∈ ΙR 
ii. ( ) ( )

12 2

0
1 2f x x tf xt= − ∫ dt ,   για κάθε x∈ ΙR. 

Έστω ακόμη g η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο 21( )   -   
( )

g x x
f x

=   για κάθε x∈  R

a. Να δείξετε ότι ισχύει  22 ( )  -  ( ) f x xf′ = x . 
b. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή. 

c. Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι: 2

1
1

( )   f x
x

=
+

. 

d. Να βρείτε το όριο   ( )( )2lim
x

xf x xημ
→+∞

. 
(Θέμα  4  –  2 001 )  

 

ΘΕΜΑ 76  
Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεχής στο (0,+∞ ) για την οποία  ισχύει:  

x

21

1 tf (t)f (x) dt
x x

= + ∫  

a. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞ ). 

b. Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι: ( ) 1 0ln ,xf x x
x

+
= > . 

c. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 
d. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f. 
e. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f, τον άξονα x΄x και τις ευθείες  x = 1,  x = e. 
(Θέμα  4 -  ΕΠΑΝ  20 01 )  

 

ΘΕΜΑ 77  
a. Έστω δύο συναρτήσεις h, g συνεχείς στο [α, β].  Να αποδείξετε ότι αν h(x) > g(x) για 

κάθε x ∈ [α, β], τότε και . 
  

  
( ) ( )h x dx g x dx

β β

α α
>∫ ∫

b. Δίνεται η παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση R f , που ικανοποιεί τις σχέσεις:  

 1( )( ) f xf x e x−− = −   x ∈ R   και f(0) = 0 .  
i. Να εκφραστεί η f ′  ως συνάρτηση της f . 

ii. Να δείξετε ότι  
2

( )  ( )f x x f x
x

′< < για κάθε  x > 0. 

iii. Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική  
παράσταση της f , τις ευθείες x = 0,  x = 1 και τον άξονα x΄x, να δείξετε  

ότι 1 1 1
4 2

 ( )E f< < . 
(Θέμα  4 -   2 002 )  
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ΘΕΜΑ 78  
Δίνεται η συνάρτηση 1

1
( )

x

x

ef x
e
−

=
+

, x∈ . 

a. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση 1f − . 

b. Να δείξετε ότι η εξίσωση  ( )1 0f x− =  έχει μοναδική ρίζα το μηδέν. 

c. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ( )

1
2

1

1
2

f x dx−

−

∫ . 

(Θέμα  2 -  ΕΠΑΝ  20 02 ) 
 

ΘΕΜΑ 79  

Δίνεται η συνάρτηση f, ορισμένη στο R , με τύπο ( )
22

22

x z x z
f x

x z

− − +
=

+
,  

 
όπου  z  συγκεκριμένος μιγαδικός αριθμός z = α+βi, α,β∈ , με α≠0. R
a. Να βρείτε τα όρια ( )lim

x
f x

→+∞
, ( )lim

x
f x

→−∞
. 

b. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f,  εάν 1 1z z+ > − . 
c. Να βρείτε το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της f. 

(Θέμα  3 -  ΕΠΑΝ  20 02 )  

 

ΘΕΜΑ 80  
Έστω η συνάρτηση f, ορισμένη στο  με δεύτερη συνεχή παράγωγο, που ικανοποιεί τις 
σχέσεις: 

R
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2f x f x f x f x f x′′ ′ ′+ = ,  x∈  και ( ) ( )0 2 0f f 1′= = . 

a. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f. 
b. Αν g είναι συνεχής συνάρτηση με πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών το διάστημα [0,1], να 

δείξετε ότι η εξίσωση ( )
( )20

2
1

x g t
1x dt

f t
−

+∫ =  έχει μία μοναδική λύση στο διάστημα [0,1]. 

(Θέμα  4 -  ΕΠΑΝ  20 02 ) 
 

ΘΕΜΑ 81  
Έστω η συνάρτηση ( ) 5 3f x x x= + + x

)

. 
a. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f έχει 

αντίστροφη συνάρτηση. 
b. Να αποδείξετε ότι ( ) (1xf e f x≥ +  για κάθε x∈ . 
c. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (0,0) είναι ο 

άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της 1f − . 
d. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

1f − , τον άξονα των x και την ευθεία με εξίσωση  x = 3. 
(Θέμα  3 -  2 003 )  

 21 www.samaras.info



ΣΑΜΑΡΑΣ Κ
ΩΝΣΤΑΝΤΙΝ

ΟΣ

ΘΕΜΑ 82  
Δίνεται η συνάρτηση 2( )   1f x x= + − x . 
a. Να αποδείξετε ότι . ( ) 0lim

x
f x

→+∞
=

b. Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f, όταν το x  
τείνει στο −∞. 

c. Να αποδείξετε ότι 2( )   1 ( ) 0f x x f x′ ⋅ + + = . 

d. Να αποδείξετε ότι ( )
 1

2 0

1 ln 2 1
  1

dx
x

= +
+∫ . 

(Θέμα  3 -  ΕΠΑΝ  20 03 )  

 

ΘΕΜΑ 83  
Δίνεται η συνάρτηση , όπου f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο   ( ) ( )xg x e f x= R

και ( ) 30 0
2

f f ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

a. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο 30
2

,ξ ⎛∈⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  τέτοιο ώστε ( ) ( )f fξ ξ′ = − . 

b. Εάν ( ) 22 3f x x= − x , να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα , α∈ . ( ) ( )
0
g x dx

α
αΙ = ∫ R

c. Να βρείτε το όριο  ( )lim
α

α
→−∞

Ι . 
(Θέμα  3 -  2 004 )  

 

ΘΕΜΑ 84  
Έστω η συνεχής συνάρτηση f: R→R τέτοια ώστε f(1)=1. Αν για κάθε χ∈R, ισχύει 

( )
3

1

13 1 0( ) ( )
x

g x z f t dt z x
z

= − + − ≥∫  όπου z = α+βi ∈ C, με α, β∈R*, τότε: 

a. Να  αποδείξετε ότι η  συνάρτηση  g είναι παραγωγίσιμη στο  και να βρείτε τη . R g′

b. Να αποδείξετε ότι 1z z
z

= + . 

c. Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος β να αποδείξετε ότι  ( )2 1
2

Re z = − . 

d. Αν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι υπάρχει 0x ∈(2,3) τέτοιο ώστε 
f( 0x )=0. 

(Θέμα  4 -  2 004 )  
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ΘΕΜΑ 85  
Θεωρούμε τη συνάρτηση  µε :f → ( ) 2 4 5x x xf x m x= + − − , όπου m∈R , m > 0. 
a. Να βρείτε τον m ώστε  για κάθε x ∈ . ( ) 0f x ≥ R
b. Αν m = 10, να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = 1. 
(Θέμα  2 -  ΕΠΑΝ  20 04 )  

 

ΘΕΜΑ 86  
Δίνεται μια συνάρτηση f: [α, β] →  συνεχής στο διάστημα [α, β] µε f(x) ≠ 0 για κάθε  R
x∈ [α, β] και μιγαδικός αριθμός z µε ( ) 0Re z ≠ , ( ) 0Im z ≠  και ( ) ( )Re Imz z> . 

Αν ( )1z f
z

α+ =  και ( )2 2
2

1z f
z

β+ = , να αποδείξετε ότι: 

a. | z | = 1. 
b. ( ) ( )2 2f fβ α< . 
c. Η εξίσωση ( ) ( )3 0x f fα β+ =  έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο διάστημα (–1, 1). 

(Θέμα  3 -  ΕΠΑΝ  20 04 )  

 

ΘΕΜΑ 87  
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0, +∞ ) → IR τέτοια, ώστε ( ) ( )

12
2

0
2 2

2
xf x xf= + ∫ xt dt . 

a. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞ ). 
b. Να αποδείξετε ότι . ( ) ( )1xf x e x= − +
c. Να αποδείξετε ότι η f(x) έχει μοναδική ρίζα στο [0, +∞ ). 
d. Να βρείτε τα όρια ( )lim

x
f x

→+∞
 και ( )lim

x
f x

→−∞
. 

(Θέμα  4 -  ΕΠΑΝ  20 04 )  

 

ΘΕΜΑ 88  
Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο ( ) xf x eλ= , λ > 0.  
a. Δείξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.  
b. Δείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, η οποία διέρχεται 

από την αρχή των αξόνων, είναι η   y = λex. Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου 
επαφής Μ. 

c. Δείξτε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου, το οποίο περικλείεται μεταξύ της γραφικής 
παράστασης της f, της εφαπτομένης της στο σημείο Μ και του άξονα y΄y, είναι  

( ) 2
2

eE λ
λ
−

= . 

d. Υπολογίστε το  
2 ( )lim

2x

λ λ
ημλ→+∞

Ε
+

. 

(Θέμα  3 -  2 005 )  
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ΘΕΜΑ 89  
Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  τέτοια, ώστε να ισχύει η σχέση R ( ) ( )2 x f xf x e −′ =  
για κάθε x ∈   και  f(0) = 0. R

a. Να δειχθεί ότι: ( ) 1ln
2

xef x
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

b. Να βρεθεί το: 
( )

0

0
lim

x

x

f x t dt

xημ→

−∫ . 

c. Δίδονται οι συναρτήσεις:   και ( ) ( )2005x

x
h x t f t dt

−
= ∫ ( )

2007

2007
xg x = . 

      Δείξτε ότι h(x) = g(x) για κάθε x ∈ IR . 

d. Δείξτε ότι η εξίσωση ( )2005 1
2008

x

x
t f t dt

−
=∫  έχει ακριβώς μία λύση στο (0 , 1). 

(Θέμα  4 -   2 005 )  

 

ΘΕΜΑ 90  
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση , για την οποία ισχύει  :f →

( )
20

2005lim
x

f x x
x→

−
= . 

a. Να δείξετε ότι:  
i. . ( )0 0f =

ii. .  ( )0 1f ′ =

b. Να βρείτε το λ∈  έτσι, ώστε: R
2 2

2 20

( ( ))lim 3
2 ( ( ))x

x f x
x f x

λ
→

+
=

+
. 

c. Αν  επιπλέον η f είναι παραγωγίσιμη  με  συνεχή  παράγωγο στο R  και ( ) ( )f x f x′ >  για 
κάθε x ∈ , να δείξετε ότι: R
i.  για κάθε x≠0. ( ) 0xf x >

ii. ( ) ( )
1

0
1f x dx f<∫ . 

(Θέμα  4 -  ΕΠΑΝ  20 05 )  

 

ΘΕΜΑ 91  
Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( )22 2f x x= + −  με x≥2. 
a. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1 – 1. 
b. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση 1f −  της f  και να βρείτε τον τύπο 

της. 
c. i.    Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f  και 1f −   
 με την ευθεία y = x. 
 ii.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f  και 1f − . 
(Θέμα  2 -   2 006 )  
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ΣΑΜΑΡΑΣ Κ
ΩΝΣΤΑΝΤΙΝ

ΟΣ

ΘΕΜΑ 92  
Δίνεται η συνάρτηση ( ) 1

1
1

x

x
ef x

e +
+=
+

,     x∈ . R

a. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία της στο R . 

b. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
( )
1 dx

f x∫ . 

c. Για κάθε x<0 να αποδείξετε ότι:  ( ) ( ) ( ) ( )5 7 6 8x x xf f f f+ < + x . 
(Θέμα  2 -  ΕΠΑΝ  20 06 )  

 

ΘΕΜΑ 93  
Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z, που ικανοποιούν την ισότητα ( )10 104 z z− =  και η συνάρτηση f 
με τύπο ( ) 2f x x x α= + + , α∈ . R
a. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών z ανήκουν στην ευθεία x = 2. 
b. Αν η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο τομής της 

με την ευθεία x = 2 τέμνει τον άξονα y y′  στο 0 3y = − , τότε 
i. Να βρείτε το α και την εξίσωση της εφαπτομένης (ε). 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής  
 παράστασης της συνάρτησης f, της εφαπτομένης (ε), του άξονα x x′  και της  

 ευθείας 3
5

x=  . 
(Θέμα  3 -  ΕΠΑΝ  20 06 )  

 

ΘΕΜΑ 94  
Δίνεται η συνάρτηση ( ) ( ) ( )1 1ln lnf x x x x= + − + x  με x>0. 

a.  i. Να αποδείξετε ότι: ( ) 11ln lnx x
x

+ − < , x>0. 

     ii.  Να  αποδείξετε ότι η  f είναι  γνησίως φθίνουσα  στο διάστημα  
          (0,+∞). 

b. Να υπολογίσετε το 11lnlim
x

x
x→+∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

c. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός α∈(0,+∞) τέτοιος ώστε ( ) 11 α αα α ++ = . 
(Θέμα  4 -  ΕΠΑΝ  20 06 )  
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ΣΑΜΑΡΑΣ Κ
ΩΝΣΤΑΝΤΙΝ

ΟΣ

ΘΕΜΑ 95  
Δίνεται η συνάρτηση: ( ) 3 23 2f x x x ημ θ= − −   

όπου θ ∈  μια σταθερά με 
2
πθ κπ≠ + , κ ∈ .  

a. Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα 
σημείο καμπής.  

b. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς τρεις πραγματικές ρίζες.  

c. Αν 1 2,x x  είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και 3x  η θέση του σημείου καμπής της 
f, να αποδειχθεί ότι τα σημεία Α( 1x , f( 1x )), B( 2x , f( 2x )) και Γ( 3x , f( 3x )) βρίσκονται 
στην ευθεία 22 2y x ημ θ= − − . 

d. Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης f και την ευθεία 22 2y x ημ θ= − − . 

(Θέμα  3 -  2 007 )  

 

ΘΕΜΑ 96  
Έστω f μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα [0, 1] για την οποία 
ισχύει f(0) > 0. Δίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστημα [0, 1] για την οποία ισχύει 
g(x) > 0 για κάθε x ∈  [0, 1].  

 Ορίζουμε τις συναρτήσεις:   

( )
0

( ) ( )
x

F x f t g t= ∫ dt ,      x ∈  [0, 1],  

( )
0

( )
x

G x g t dt= ∫ ,          x ∈  [0, 1].  

a. Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστημα (0, 1].  
b. Να αποδειχθεί ότι: ( ) ( ) ( )f x G x F x>  για κάθε x στο διάστημα (0, 1].  

c. Να αποδειχθεί ότι ισχύει: ( )
( )

( )
( )
1
1

F x F
G x G

≤  για κάθε x στο διάστημα (0, 1].  

d. Να βρεθεί το όριο: 
( )

( )

2x x 2

0 0

x0 5

0

f(t)g(t)dt ημt dt
lim

g(t)dt xx +→

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅

∫ ∫

∫
. 

(Θέμα  4 -   2 007 )  

 

ΘΕΜΑ 97  

Δίνεται η συνάρτηση: ( )
2

3 0

0

,

,

x x
xf x

x x x x

ημ αν

α βσυν αν

⎧ <⎪= ⎨
⎪ + + ≥⎩

  

a. Να αποδειχθεί ότι . ( )
0

3lim
x

f x
−→

=

b. Αν 
2

f
π

π′ =⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο 0 0x = , να αποδειχθεί  

ότι α = β = 3. 
c.  Αν α = β = 3, να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα ( )

0
f x

π

∫ . 
(Θέμα  2 -  ΕΠΑΝ  20 07 )  
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ΣΑΜΑΡΑΣ Κ
ΩΝΣΤΑΝΤΙΝ

ΟΣ

ΘΕΜΑ 98  
Δίνεται η συνάρτηση  ( ) lnxf x e e= − x , x > 0. 
a. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (1, +∞). 
b. Να αποδειχθεί ότι ισχύει ( )f x ≥ e  για κάθε x > 0. 

c. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2 4

1 3 2

x x

x x
f t dt f t dt f t dt

+ +

+ +
= +∫ ∫ ∫   

έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (0, +∞). 
(Θέμα  3 -  ΕΠΑΝ  20 07 )  

 

ΘΕΜΑ 99  
Έστω f μια συνάρτηση συνεχής στο  για την οποία ισχύει  R

( ) ( ) ( )
23

0
10 3 45f x x x f t dt= + −∫  

a. Να αποδείξετε ότι . ( ) 320 6 45f x x x= + −
b. Δίνεται επίσης μια συνάρηση g δυο φορές παραγωγίσιμη στο . Να αποδείξετε ότι  R

( ) ( ) ( )
0

lim
h

g x g x h
g x

h→

′ ′− −
′′ = . 

c. Αν για την συνάρτηση f του ερωτήματος (α) και τη συνάρτηση g του ερωτήματος (β) 

ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) ( )20

2
45lim

h

g x h g x g x h
f x

h→

+ − + −
= +  και ( ) ( )0 0g g′ 1= = , τότε  

i. Να αποδείξετε ότι  ( ) 5 3 1g x x x x= + + +
ii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι 1 – 1. 

(Θέμα  4 -  2 008 )  

 

ΘΕΜΑ 100  
Έστω  μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [0, +∞) για την οποία ισχύει  για 
κάθε . Ορίζουμε τις συναρτήσεις: 

f ( ) 0f x >
0x ≥

( )
0

( )= ∫
x

F x f t dt ,      x ∈  [0, +∞), 

 

( ) ( )

0
( )

=
∫

x

F x
h x

tf t dt
,      x ∈  (0, +∞). 

 
a. Να αποδείξετε ότι   ( ) ( )

1 1

0
[ ( ) ] 1− + =∫ te f t F t dt F

b. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, +∞). h
c. Αν , τότε: ( )1h = 2

i. Να αποδείξετε ότι   
2 2

0 0
( ) 2 ( )<∫ ∫f t dt tf t dt  

ii. Να αποδείξετε ότι   ( )
1

0

1( ) 1
2

=∫ F t dt F  
(Θέμα  4 -  ΕΠΑΝ  20 08 )  
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